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双曲守恒律方程的 Lax-Wendroff
时间离散 WENO格式
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摘 要:双曲守恒型方程的高精度、高分辨率计算格式的研究一直是计算流体力学的热点问
题。针对原WENO-JS格式分辨率较低和计算量偏大的不足问题，提出利用简单的重构数值通量的
方法以提高计算效率，构造了新的简单限制器的 5 阶迎风型WENO格式。通过 MATLAB软件的仿
真对 Lax-Wendroff WENO-JS格式、Lax-Wendroff简单限制器 WENO 格式、Ｒunge-Kutta WENO-JS 格
式、Ｒunge-Kutta简单限制器的 WENO格式的实验结果进行了分析，并比较了这四种计算格式的计
算效率和计算精度。数值实验表明:新格式 Lax-Wendroff简单限制器 WENO格式在保持原 WENO
分辨率的前提下，计算速度有明显提高，减少了 20%的计算时间。
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WENO Scheme Based on Lax-Wendroff Time Discretization
to Solving Hyperbolic Conservation Laws

LI Xing-hua1，SUN Yang1，AI Xiao-hui2
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Abstract: The research of high accuracy and high resolution schemes have been a hot topic in computational
mathematics． According to low resolution and large amount of calculation of the original WENO-JS scheme，we
propose a simple new limiter fifth order upwind WENO scheme to reconstruct the numerical flux of the simple
structure to improve the computational efficiency． Compared with other efficient high accuracy schemes such as
ENO and WENO，it is shown that the computational cost of this scheme is less than that of WENO-JS in the same
accuracy． By use of MATLAB software，we compared and analyzed computational efficiencies and computational
accuracies of Lax-Wendroff WENO-JS scheme，Lax-Wendroff simple limiter WENO scheme，Ｒunge-Kutta simple
limiter WENO scheme and Ｒunge-Kutta WENO-JS scheme． The numerical results show that the new Lax-Wendroff
simple limiter WENO scheme can improve the computing speed and reduce the computing time by 20% while
maintaining the original WENO resolution．
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0 引 言

双曲守恒律方程 ( 组) 为科学理论和工程应用

研究中一类非常重要的偏微分方程 ( 组) 。空气动
力学、爆炸力学、流体力学等许多力学问题的求解都
与其密切相关。由于即使在初始条件充分光滑的条
件下，双曲型守恒律方程的解仍可能出现间断。因
此，为了能够更加高效地捕捉到间断，并且避免间断

附近出现数值振荡，计算流体力学及计算数学等领

域一直致力于研究稳定高效的数值计算方法［1 － 5］。
低阶精度的离散方法可能会对许多流动结构造

成“失真”模拟，不能真实反映真实的流动现象。高
精度格式具有较小的耗散误差和色散误差，能够更

准确地模拟双曲守恒律方程的时空多尺度特性，在

同样网格条件下比低阶格式能分辨出更加精细的流

场、捕捉到其更细微的结构变化。然而，高阶精度格
式也存在不足: 求解在间断处可能出现 Gibbs 现象
即产生伪物理振荡，从而导致非线性不稳定现象。
因此，发展高分辨率、高精度离散格式是计算流体力
学发展中的迫切需要，成为计算流体力学工作者的

一大研究方向［6 － 10］。
TVD格式的出现，标志着计算流体力学步入了

高精度计算格式阶段，大量高精度计算格式不断出

现，而 WENO格式由于其良好的计算稳定性，已经
成为一类极为重要的计算格式。众所周知，经典的
WENO-JS格式存在分辨率较低和计算量偏大两方
面问题，因此计算数学工作者尝试对其改进，构造了

诸如 WENOZ、WENOM 等很多改进格式。根据文献
［11］的基本思想构造的简化限制器的 5 阶 WENO
格式是对原 WENO格式的很好的补充和修正。
在时间离散方面，本文研究了 Lax-Wendroff 型

时间离散格式，其具有较 Ｒunge-Kutta方法更为优秀
的计算效率。本文将 WENO 格式与 Lax-Wendroff
型时间离散相结合，得到了一种时空同步离散的新

数值方法———基于 Lax-Wendroff型时间离散的 WE-
NO格式。本文研究可以说是对高精度数值方法研
究方面的有益补充和探索。

1 WENO5 格式

以迎风型 WENO5 格式为例，说明 WENO 格式
的构造方法。在整体模 S = { xj－2，xj－1，xj，xj+1，xj+2 }

上定义四次多项式 p1 ( x) ，其满足如下条件

1
h ∫

xj+h /2

xj－h /2

p1 ( x) dx = f +j

1
h ∫

xj+h /2

xj－h /2

p1 ( x) dx = f +j ，j = i － 2，i － 1，i，i + 1，i + 2

则

p1 ( x) = f +i +
－ 82f +i－1 + 11f +i－2 + 82f +i+1 － 11f +i+2

120 (
x － xi

h ) +

40f +i－1 － 3f +i－2 － 74f +i + 40f +i+1 － 3f +i+2
56 ( (

x － xi
h )

2 － 1
12 ) +

2f +i－1 － f +i－2 － 2f +i+1 + f +i+2
12 ( (

x － xi
h )

3 － 3
20 (

x － xi
h ) ) +

－ 4f +i－1 + f +i－2 + 6f +i － 4f +i+1 + f +i+2
24 ( (

x － xi
h )

4 － 3
14 (

x － xi
h )

2 + 3
560)

在较小模板 S2 = xj－2，xj－1，xj，xj+1，xj+
{ }

2 和 S3 =

xj－2，xj－1，xj，xj+1，xj+
{ }

2 上构造一次多项式 p2 ( x) 和
p3 ( x) ，如下定义:

1
h ∫

xj+h /2

xj－h /2
p2 ( x) dx = f +j ，j = i － 1，i，

1
h ∫

xj+h /2

xj－h /2

p3 ( x) dx = f +j ，j = i，i + 1，

可得

p2 ( x) = f+i + ( f +i － f +i－1 ) (
x － xi

h )

p3 ( x) = f+i + ( f +i+1 － f +i ) (
x － xi

h )

根据 WENO限制器的计算公式

βn = ∑
r

α = 1
∫
I i

h2α－1 (
dαpn ( x)

dxα
)

2

dx，n = 1，2，3

则有

β1 = (
－ 82f +i－1 + 11f +i－2 + 82f +i+1 － 11f +i+2

120 +

2f +i－1 － f +i－2 － 2f +i+1 + f +i+2
120 ) 2 +

13
3 (

40f +i－1 － 3f +i－2 － 74f +i + 40f +i+1 － 3f +i+2
56 +

123
455

－ 4f +i－1 + f +i－2 + 6f +i － 4f +i+1 + f +i+2
24 ) 2 +

781
20 (

2f +i－1 － f +i－2 － 2f +i+1 + f +i+2
120 ) 2 +

1421461
2275 (

－ 4f +i－1 + f +i－2 + 6f +i － 4f +i+1 + f +i+2
24 ) 2

β2 = ( f +i－1 － f +i )
2

β3 = ( f +i － f +i+1 )
2
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τ = (
| β1 － β2 | + | β1 － β3 |

2 ) 2 =

O( h6 ) ，( f +i )
' ≠ 0，( f +i )

″ ≠ 0，

O( h8 ) ，( f +i )
' ≠ 0，( f +i )

″ ≠ 0{ ．

ωn =
αn

∑3

 = 1
αn

，αn = γn ( 1 + τ
ε + βn
) ，n = 1，2，3．

其中 γ1 = 0． 998，γ2 = 0． 001，γ3 = 0． 001
因此可到半点处的正通量

f
^
+
i+1 /2 = ω1 (

1
γ1
p1 ( xi+1 /2 ) －

γ2

γ1
p2 ( xi+1 /2 ) －

γ3

γ1
p3 ( xi+1 /2 )

+ ω2p2 ( xi+1 /2 ) + ω3p3 ( xi+1 /2 )

针对以上两种 WENO 格构造不同的时间离散
格式，能够得到不同的数值方法。针对双曲守恒律
方程给出了具体的格式构造过程，主要采用如下介

绍的两种时间离散方法 Lax-Wendroff 时间离散和
TVD Ｒunge-Kutta时间离散。下面，我们将介绍这两
种常用的时间离散方法。

2 时间离散格式

目前双曲守恒律方程最为常见的时间离散格式

为 TVD Ｒunge-Kutta 时间离散格式，也称为 SSP
( strong stability preserving ) Ｒunge-Kutta 时间离散。
当一阶向前 Euler 迭代下的空间离散格式为 TVD
时，所构造的全离散格式也 TVD 的。本文采用的
Ｒunge-Kutta时间离散格式为三阶 Ｒunge-Kutta 格式
( 简记为 ＲK-3) ［12 － 16］如下:

本文采用三阶 TVD-Ｒunge Kutta 法对时间项进
行离散，具体形式如下:

U( 1) = Un + Δt·L( Un )

U( 2) = 3
4 Un + 1

4 U( 1) + 1
4 Δt·L( U( 1) )

U( n + 1) = 1
3 Un + 2

3 U( 2) + 2
3 Δt·L( U( 2) )

其中 Un 是第 n 时间层的守恒变量。这种
Ｒunge-Kutta方法是保 TVD 性质的，因此适于求解
具有激波等强间断问题来抑制数值振荡。

Lax-Wendroff时间离散又被称为泰勒 ( Taylor)
型时间离散。这种格式基于经典的 Lax-Wendroff 格
式。实现的时候，首先将下个时间层的解在时间方向
进行泰勒展开，

u( x，tn+1 ) = u( x，tn ) + Δtut +
Δt2
2! utt + … ( 1)

再利用方程本身，将时间导数转化为空间导数。

为了达到时间上的 k 阶精度，我们只需要保留前面
的 k阶导数。
对于非线性双曲守恒律方程而言，本文采用如

下冻结参数的方法来实现 Lax-Wendroff时间离散:
利用空间导数代替时间导数

u
t

= － f( u)
x

2u
t2

= 
t
u
t

= － 
t
f
x

=

－ 
t
( f
u
u
x
) = － 

t
( a( u) u

x
) =

a( u) 
t
( u
x
) = a( u) 

2 f
x2

ku
tk

= ( － 1) ka ( u) k－1 
k f( u)
xk

将上述结果代入式( 1) 可得

u( x，tn+1 ) = u( x，tn ) － f( u)
x Δt + a( u) 

2 f( u)
x2

Δt2
2! －

a( u) 2 
3 f( u)
x3

Δt3
3! + …

3 结果与分析

考虑线性对流方程和非线性方程两种类型的方

程的数值求解［17－20］，利用 Lax-Wendroff WENO-JS
格式、Lax-Wendroff 简 单 限 制 器 WENO 格 式、
Ｒunge-Kutta WENO-JS格式、Ｒunge-Kutta 简单限制
器的 WENO格式四种格式进行数值模拟，研究数值
方法的稳定性、收敛性和计算效率等特性，所采用多
的通量分裂为 Lax-Fredrichs通量分裂。
算例 1 线性对流方程

u
t

+ u
x

= 0

具有如下初值 u( x，0) = sin( 2πx) 。计算区域
为［0，1］，计算到 t = 1． 0 时刻，边界条件为周期
条件。
表 1 和表 2 为 Lax-Wendroff WENO-JS 格式、

Lax-Wendroff简单限制器 WENO 格式、Ｒunge-Kutta
WENO-JS 格式、Ｒunge-Kutta 简单限制器的 WENO
格式四种格式的 L1 误差和精度表，而表 3 － 3 和表 3
－ 4 为四种格式的 L#误差和精度表。L1 误差和 L#
误差的定义如下:

errL1 =
1
N∑

n

i = 1
un
i － u( xi，t

n )

errL# = maxi un
i － u( xi，t

n )
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上述表格中计算结果可以看 SWENO5-LW3 的
分辨率能够接近 5 阶精度。

表 1 u( x，0) = sin( πx)的 L1 误差和精度

Methods N L1 error L1 error

WENO5 － ＲK3 10 0． 0415 —

20 4． 34 × 10 －3 3． 52

40 4． 87 × 10 －4 4． 10

80 8． 41 × 10 －6 4． 19

160 3． 87 × 10 －7 4． 75

WENO5 － LW3 10 0． 0396 —

20 3． 41 × 10 －3 4． 01

40 2． 13 × 10 －4 4． 39

80 8． 16 × 10 －6 4． 58

160 3． 73 × 10 －7 4． 81

SWENO5 － ＲK3 10 0． 0401 —

20 4． 07 × 10 －3 3． 41

40 4． 23 × 10 －4 4． 05

80 8． 60 × 10 －6 4． 21

160 3． 55 × 10 －7 4． 79

SWENO5 － LW3 10 0． 0377 —

20 3． 11 × 10 －3 4． 03

40 2． 13 × 10 －4 4． 49

80 7． 04 × 10 －6 4． 68

160 3． 33E × 10 －7 4． 95

表 2 u( x，0) = sin( πx)的 L#误差和精度

Methods N L∞ error L∞ error

WENO5 － ＲK3 10 0． 0815 —

20 4． 37 × 10 －2 3． 22

40 1． 87 × 10 －3 3． 90

80 6． 41 × 10 －5 4． 69

160 2． 07 × 10 －6 5． 05

WENO5 － LW3 10 0． 0667 —

20 3． 41 × 10 －3 3． 71

40 2． 13 × 10 －4 4． 69

80 8． 14 × 10 －6 4． 98

160 3． 73 × 10 －7 5． 09

SWENO5 － ＲK3 10 0． 0715 —

20 4． 34 × 10 －2 3． 52

40 1． 77 × 10 －3 4． 10

80 6． 31 × 10 －5 4． 12

160 1． 87 × 10 －6 5． 07

续表 2

Methods N L∞ error L∞ error

SWENO5 － LW3 10 0． 0396 —

20 3． 23 × 10 －3 4． 02

40 2． 01 × 10 －4 4． 39

80 6． 86 × 10 －6 4． 99

160 3． 73 × 10 －7 5． 11

算例 2 线性对流方程 . u
t

+ u
x

= 0. 具有如下

初值 u( x，0 ) =
0 x≤0． 5
1 x ＞ 0．{ 5

，计算区域为［0，1］，计

算到 t = 0． 2 时刻，N = 200 个计算点。图 1 为四种
格式的计算结果，表 3 为其计算时间。

表 3 算例 1 格式计算时间的对比

Method Time /s

WENO5 － ＲK3 0． 070

SWENO5 － ＲK3 0． 066

WENO5 － LW3 0． 058

SWENO5 － LW3 0． 051

上述图表中，SWENO5-LW3 的精度为最高，而
计算时间上也具有一定的优势，计算速度提高了接

近 20%，而计算精度非常接近 5 阶。

算例 3 非线性对流方程ut
+ f( u)
x

= 0. 具有如

下初值 u( x，0) = 0． 5 + sin( πx) ，计算区域为［0，1］，
计算到 t = 1 /2π时刻，边界条件为周期条件。

表 4 u( x，0) =0． 5 + sin( πx)的 L1 误差和精度

Method N L1 error L1 error

WENO5 － ＲK3 10 0． 0505 —

20 6． 37 × 10 －3 3． 02

40 5． 87 × 10 －4 3． 90

80 9． 41 × 10 －6 4． 19

160 4． 87 × 10 －7 4． 65

WENO5 － LW3 10 0． 0496 —

20 4． 41 × 10 －3 3． 41

40 3． 13 × 10 －4 3． 99

80 9． 16 × 10 －6 4． 23

160 4． 55 × 10 －7 4． 79

SWENO5 － ＲK3 10 0． 0481 —

20 5． 07 × 10 －3 3． 31

40 5． 23 × 10 －4 3． 95
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续表 4

Method N L1 error L1 error

80 9． 60 × 10 －5 4． 21

160 3． 55 × 10 －7 4． 71

SWENO5 － LW3 10 0． 0397

20 4． 11 × 10 －3 3． 83

40 3． 13 × 10 －4 4． 05

80 8． 04 × 10 －5 4． 21

160 3． 33 × 10 －7 4． 85

表 5 u( x，0) =0． 5 + sin( πx)的 L#误差和精度

Method N L∞ error L∞ order

WENO5 － ＲK3 10 0． 0855 —

20 4． 87 × 10 －2 3． 12

40 1． 97 × 10 －3 3． 90

80 6． 91 × 10 －5 4． 69

160 2． 27 × 10 －6 4． 99

WENO5 － LW3 10 0． 0866 —

20 3． 51 × 10 －2 3． 97

40 2． 33 × 10 －3 4． 31

80 6． 89 × 10 －5 4． 51

160 2． 13 × 10 －6 5． 01

SWENO5 － ＲK3 10 0． 0815 —

20 4． 37 × 10 －2 3． 22

40 1． 87 × 10 －3 3． 90

80 6． 41 × 10 －5 4． 69

160 1． 87 × 10 －6 5． 01

SWENO5 － LW3 10 0． 0516 —

20 3． 51 × 10 －2 3． 73

40 1． 07 × 10 －3 4． 22

80 4． 87 × 10 －5 4． 47

160 0． 87 × 10 －7 5． 06

表 4 和表 5 分别给出 Lax-Wendroff WENO-JS格
式、Lax-Wendroff 简单限制器 WENO 格式、Ｒunge-
Kutta WENO-JS 格式、Ｒunge-Kutta 简单限制器的
WENO格式计算结果。表 4 为四种格式的 L1 误差

和精度表，而表 5 为四种格式的 L1 误差和精度表。

算例 4 非线性对流方程ut
+ f( u)
x

= 0. 具有如

下初值 u( x，0) = 0． 5 + sin( πx) ，计算到 t = 3
2π时刻
，

边界条件为周期条件，N = 400 个计算点。此时在
1． 2 ～ 1． 3 之间的位置产生了一强激波，图 1 和图 2

为其计算结果。
计算结果中简单限制器的 WENO 格式仅仅用

到了 2 － 3 个计算点就可以识别激波，因此可以断定
简单限制器的 WENO 格式的分辨率要高于 WENO-
JS格式，而计算时间上，Lax-Wendroff 时间离散具有
一定的优势，WENO LW3 和 SWENO LW3 两种格式
的计算时间为最少。

图 1 算例 4 计算结果

图 2 算例 4 计算结果

4 结 论

针对线性和非线性标量守恒律方程进行了数值

求解。研究了不同初值条件下的，Lax-Wendroff WE-
NO-JS格式、Lax-Wendroff简单限制器 WENO 格式、
Ｒunge-Kutta WENO-JS 格式、Ｒunge-Kutta 简单限制
器的 WENO 格式的计算效率和计算精度。Lax-
Wendroff简单限制器 WENO 格式不但形式简单且
便于应用到 CFD 代码中。算例表明，Lax-Wendroff
WENO格式的分辨率与 Ｒunge-Kutta 型 WENO 格式
较为接近，而 Lax-Wendroff 简单限制器 WENO 格式
具有更好的激波及小尺度波分辨率，特别计算速度

提高了 WENO5 的 20%以上。本文从分析标量双曲
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守恒律方程解的性质入手，分析了双曲守恒律方程

自身的特点和原有的 WENO-JS 差分格式的优缺点
后，提出一种简化限制器的 WENO 格式，新格式较
原格式的分辨率有所提高。Lax-Wendroff 时间离散
格式由于其计算效率方面的优势，可以作为 Ｒunge-
Kutta方法的一种时间离散改进格式。本文研究了
四种不同的数值方法: Lax-Wendroff WENO-JS 格式、
Lax-Wendroff简单限制器 WENO 格式、Ｒunge-Kutta
WENO-JS 格式、Ｒunge-Kutta 简单限制器的 WENO
格式计算了一维标量守恒型方程，并给出了数值实

验的结果。数值试验表明这四种方法均出了高精度
高分辨的特性，都具有更好的分辨激波捕捉的能力，

在激波间断处不但保持了陡峭的的形状，而且没有

出现伪物理振荡。我们发现，对于同样的问题，Lax-
Wendroff简单限制器 WENO 方法能在更短的时间
和更小的储存量。当然，从数值实验的结果来看，方
法仍有改进的空间。未来需要关注的主要方面在
于:在精度相同的情况下，Lax-Wendroff型的计算量
要小于 Ｒunge-Kutta，因而更具有效率上的优势价
值。然而，在推广到双曲守恒律方程组时，需要进行
张量运算这给编程带来了一定的困难。下一步作者
将试着将推广到高维守恒律方程方程组问题，现公

式推到已经完成，正在进行数值实验，以得到较优

结果。
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