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四阶收敛的斯蒂芬森迭代修正格式
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摘 要: 结合斯蒂芬森迭代和牛顿迭代，用抛物线插值函数的导函数取代 f( x) 的一阶导数，提

出一种新的可达到四阶收敛的迭代方法，新的迭代公式每步计算仅需计算三次函数值，且无需计算

导函数。
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Abstract: A new fourth-order convergent iterative method formed by Newton's method and Steffensen method is
presented to solve nonlinear equations in this paper． The new iteration formula uses derivative of quadratic
interpolation as substitute for derivative of function，so it is totally free from derivatives． Furthermore，this method
requires only three evaluations of the function by each iteration．
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0 引 言

求解非线性方程 f( x) = 0 是数学界经久不衰的

研究课题，究其原因就是其在科学研究以及生产生

活中的广泛应用，而迭代法又是求解非线性方程最

为常用的方法之一。迭代法中最为经典的就是牛顿

法，除此之外比较有代表性的还有: 三阶 Halley 迭

代［1］，Chebyshev 迭代［2］，Super-Halley 迭代［3］，还有

四阶 King 迭代［4］等等。前人在此领域也做出了大

量的探索和努力，主要致力于收敛阶数的提高，计算

量的减少等方面［5 － 14］。本文结合牛顿法和斯蒂芬

森法用抛物线插值函数在该点的导函数取代 f ( x)

的一阶导，提出一种新的可达到四阶收敛的迭代方

法，新的迭代公式每步计算仅需计算三次函数值，且

无需计算导函数。

1 新方法与收敛性分析

斯蒂芬森迭代法无需求导且能达到二阶收敛，

其迭代公式每步运算需计算两个函数值。

xn + 1 = xn －
f2 ( xn )

f( xn + f( xn ) ) － f( xn )
( 1)

将斯蒂芬森与牛顿法结合在一起就衍生出一个两步



的迭代方法，每步运算需要计算三个函数值和一个

导数，其收敛阶数为四阶。

yn = xn －
f2 ( xn )

f( xn + f( xn ) ) － f( xn )

xn + 1 = yn －
f( yn )
f'( yn

{
)

( 2)

本文在式 ( 2 ) 的基础上提出一种新的迭代方

法。在迭代公式( 2) 中第一步的斯蒂芬森迭代法用

到 3 个点，分别是 ( xn，f ( xn ) ) ，( xn + f ( xn ) ，f ( xn +
f( xn ) ) ) ，( yn，f( yn ) ) ，基于以上 3 个点做二次插值

多项式 p( x) ，用 p( x) 在点( yn，f( yn ) ) 的导数p'( yn )

代替导数 f'( yn ) ，其迭代公式为:

yn = xn －
f2 ( x)

f( xn + f( xn ) ) － f( xn )

xn + 1 = yn －
f( yn )
p'( yn

{
)

( 3)

其中

p'( yn ) = f( yn )
2yn － 2xn － f( xn )

( yn － xn ) ( yn － xn － f( xn ) )

－ f( xn )
yn － xn － f( xn )

xn － yn

+
( yn － xn ) f( xn + f( xn ) )
f( xn ) ( xn + f( xn ) － yn )

迭代公式( 3 ) 中每步运算只需计算三个函数值，无

需计算导数，在一定程度上大大减少了运算量，于此

同时其收敛阶数为四阶。
定理 1 假设 x* 是非线性方程 f( x) = 0 的单

根，函数 f( x) 在 x* 邻域内二阶连续可导且 f' ( x* )

≠0，则当 xn 充分接近于 x* 时，迭代公式( 3) 至少是

四阶收敛的。
证明: 已知斯蒂芬森迭代是二阶收敛的，因而可

得到lim
k→#

yn － x*

( xn － x* ) 2 = c1，c1 为常数，即当 xn 充分接近

x* 时，yn － x* = c1 ( xn － x* ) 2 + O ( xn － x* ) 3。由二

次插值的性质可知

p'( yn ) = f'( yn ) + O( x
n － x* ) 2 =

f'( yn ) + O( yn － x* ) 。
因此，

xn + 1 － x* = yn －
f( yn )

f'( yn ) + O( yn － x* )
－ x*

xn +1 － x
*

( yn － x
* ) 2 =

1
yn － x

* －
f( yn )

［f'( yn ) +O( yn － x
* ) ］( yn － x

* ) 2 =

［f'( yn ) +O( yn － x
* ) ］( yn － x

* ) － f( yn )

［f'( yn ) +O( yn － x
* ) ］( yn － x

* ) 2 =

f'( yn ) ( yn － x
* ) +O( yn － x

* ) ( yn － x
* ) － f( yn )

［f'( yn ) +O( yn － x
* ) ］( yn － x

* ) 2 =

f'( yn ) ( yn － x
* ) －［f( yn ) － f( x* ) ］

( yn － x
* ) 2［f'( yn ) +O( yn － x

* ) ］
+

O ( yn － x
* ) 2

［f'( yn ) +O( yn － x
* ) ］( yn － x

* ) 2

由中值定理可知

xn + 1 － x*

( yn － x* ) 2 =
f'( yn ) ( yn － x* ) － f'( ηn ) ( yn － x* )

( yn － x* ) 2［f'( yn ) + O( yn － x* ) ］
+

O ( yn － x* ) 2

［f'( yn ) + O( yn － x* ) ］( yn － x* ) 2 =

f″ ( ξn ) ( yn － x* ) 2 + O ( yn － x* ) 3

( yn － x* ) 2［f'( yn ) + O( yn － x* ) ］
+

O ( yn － x* ) 2

［f'( yn ) + O( yn － x* ) ］( yn － x* ) 2

其中 ηn 介于 yn 和 x* 之间，ξn 介于 yn 和 ηn 之间。
因而，

lim
n→#

xn + 1 － x*

( yn － x* ) 2 =
f″( x* )
f'( x* )

+
c2

f'( x* )

这里 c2 为常数。因此，当 yn 充分接近 x* 时，xn + 1 －

x* = c3 ( yn － x* ) 2 + O ( yn － x* ) 3，这里 c3 =
f″( x* )
f'( x* )

+
c2

f'( x* )
，所以

xn + 1 － x* = c3c1
2 ( xn － x* ) 4 + O ( xn － x* ) 5

定理得证。

2 数值实验

考虑如下非线性方程:

问题 1:
f( x) = x2 － ex － 3x + 2 = 0
x0 = 0．{ 5

问题 2:
f( x) = x3 + 4x2 － 15 = 0
x0{ = 2

问题 3:
f( x) = sin2x － x2 + 1 = 0
x0 = 1．{ 6

问题 4:
f( x) = 10xe － x2 － 1 = 0
x0 = 1．{ 8

表 1 问题 1 试验结果

迭代次数 xn f( xn )

1 0． 257 638 821 9 0． 000 410

2 0． 257 530 285 4 1． 828 585 × 10 －17

3 0． 257 530 285 4 7． 226 491 × 10 －17
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表 2 问题 2 试验结果验结果

迭代次数 xn f( xn )

1 1． 664 279 525 5 0． 689 071

2 1． 632 000 862 6 0． 000 422

3 1． 631 980 805 6 9． 174 557 × 10 －17

4 1． 631 980 805 6 2． 047 839 × 10 －67

表 3 问题 3 试验结果

迭代次数 xn f( xn )

1 1． 407 040 734 1 0． 006 340 68

2 1． 404 491 648 3 9． 576 205 × 10 －11

3 1． 404 491 648 2 4． 982 012 × 10 －42

表 4 问题 4 试验结果

迭代次数 xn f( xn )

1 1． 679 298 095 9 0． 000 919 327

2 1． 679 630 610 4 8． 487 666 × 10 －14

3 1． 679 630 610 4 6． 166 851 × 10 －54

3 结 论

本文提出的求解非线性方程单根的四阶收敛迭

代方法，每步迭代过程只需计算三次函数值就能达

到四阶的收敛效果，而且不必计算导数。数值试验

结果表明该方法具有较好的优越性，它丰富了非线

性方程求根的方法，在理论上和应用上都具有较高

的价值和意义。
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