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一种二维正交多小波的构造方法

罗　辉 ,　邓彩霞 ,　徐延新
(哈尔滨理工大学 应用科学学院 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :提出了由二维正交单小波函数构造二维正交多小波函数的构造方法 ,二维正交多小波

函数可由所给的二维正交单小波函数的线性组合而成 ,这种小波函数不是唯一的 ,只要给出一个二

维正交单小波和一个酉矩阵就可以构造一个二维正交多小波.
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An App roach of Constructing B iva ria te O rthogona lMultiwave le t
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Abstract:An app roach of constructing bivariate orthogonal multiwavelet function is p resented by a given biva2
riate orthogonal uni2wavelet function. The bivariate orthogonal multiwavelet function is a linear combination of the

given bivariate orthogonal uni2wavelet function, the multiwavelet is not unique. B ivariate orthogonal uni2waavelet

function and any unitary matrix are given, so that we can construct a bivariate orthogonal multiwavelet.
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0　引　言

多小波是小波理论的新发展. 1993年 , Good2
man, Lee和 Tang

[ 1 ]提出了多小波的概念 , 1994年 ,

Gernimo, Hardin和 Massopust
[ 2 ]使用分形插值函数

构造出 GHM多小波.研究表明 ,多小波拥有一些良

好的性质 ,如紧支撑性、对称性、正交性等.文 [ 3 -

4 ]中构造的小波都是一维的并且不同时具备短支

集、高阶消失矩、高正则性、正交性和对称性等良好

性质 ,文 [ 3 ]中构造的小波也只具备不同尺度上的

半正交性.二维多小波的研究已引起很多人的关注 ,

无论是一维多小波还是高维多小波的研究都忽视了

它们与单小波函数的联系 ,应用二维单小波函数去

构造二维多小波的理论具有重要意义.本文给出了

由二维单小波函数生成二维多小波函数的条件及构

造方法 ,得到的小波具备正交性 ,并且此构造法具有

很大的灵活性 :①滤波器组选取的随意性 ; ②单小

波函数选取的任意性.

定义 1[ 5 ]　设 {V j } j∈Z是 L
2 (R

2 )中一串子空间 ,

如果

1) V j < V j+1 , Π j∈ Z; ∩
j∈Z

V j = { 0} , ∪
j∈Z

V j =

L
2 (R

2 ) ;

2) f ( x)∈V j Ζ f (2x)∈V j + 1 , j∈Z;

3) f ( x)∈V0 Ζ f ( x - k) ∈V0 , k∈Z
2
;

4) 存在函数 g∈V0 ,使得 { g ( x - k) , k∈Z
2

}构

成 V0的 R iesz基 ,称 {V j } j∈Z是 L
2 (R

2 )的一个多分辨

分析 ,其中称 g ( x)为 L
2 (R

2 )上的尺度函数.若尺度



函数φ( x, y)满足

〈φ( x, y) ,φ( x - n, y - m )〉=δ0, nδ0, m

则称φ( x, y)为正交单尺度函数.

定义 2[ 6 ]　如果集 {ψj, n, m : j, n, m∈Z }是 L
2 (R

2 )

的 R iesz基 ,即它是 l
2 稳定的且它的线性张成在

L
2 (R

2 )中是稠密的 ,则称 {ψj, n, m : j, n, m ∈ Z }为

L
2 (R

2 )的一个小波基 ,其中 ψj, n, m = 2
jψ ( 2

j
x - n,

2
j
y - m ).

定义 3　如果〈ψi, k,α,ψj, l,β〉=δijδk lδαβ对所有的

i, j∈Z, k, l∈Z,α,β∈Z成立 ,则称 {ψj, n, m : j, n, m∈

Z }为正交的 ,且称

ψ( x, y) = ∑
n, m

qn, mφ(2x - n, 2y - m ) (1)

为正交单小波 ,定义子空间序列 U j < L
2 (R

2 )为

U j = span{ψj, n, m : n, m∈Z } , j∈Z

定义 4[ 7 ]　设

　　Φ ( x, y) = ( <0 ( x, y) , <1 ( x, y) ,

<2 ( x, y) , <3 ( x, y) ) T

其中 <i ( x, y) ∈L
2 ( R

2 )为正交单尺度函数 ,如果它

满足

〈Φ ( x, y) , Φ ( x - n, y - m )〉= (〈<i ( x, y) ,

<j ( x - n, y - m )〉) 4 ×4 =

δ0, nδ0, m I4

其中 i, j = 0, 1, 2, 3, n, m∈Z,则称Φ ( x, y)为 4重

正交多尺度函数.

定义 5　设

　　Ψ ( x, y) = (ψ0 ( x, y) ,ψ1 ( x, y) ,

ψ2 ( x, y) ,ψ3 ( x, y) ) T

其中ψi ( x, y) ∈L
2 (R

2 )为正交单小波函数 ,如果它

满足

〈Φ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉=

　　　　〈Ψ ( x, y) ,Φ ( x - n, y - m )〉=O4×4

〈Ψ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉=δ0, nδ0, m I4 , n, m∈Z

其中〈Φ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉,〈Ψ ( x, y) ,Φ ( x -

n, y - m )〉和〈Ψ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉的运算同

定义 4中〈Φ ( x, y) , Φ ( x - n, y - m ) 〉的运算 ,则称

Ψ ( x, y)为 4重正交多小波函数.

定义子空间序列 W j < L
2 (R

2 )为

W j = span{ψl
j, n, m : l = 0, 1, 2, 3, n, m∈Z } , j∈Z

(2)

其中 :

ψl
j, n, m ( x) = 2

jψl (2
j
x - n, 2

j
y - m ) , l = 0, 1, 2, 3

2　二维正交多小波函数的构造

设

Tl ( Z1 , Z2 ) = ∑
n, m∈Z

tl ( n, m ) Z
- n
1 Z

- m
2 ,

l = 0, 1, 2, 3 (3)

是 4个滤波器 ,由此构造

ψl ( x, y) = 2∑
n, m

tl ( n, m )ψ(2x - n, 2y - m ) ,

l = 0, 1, 2, 3 (4)

下面研究滤波器 Tl 满足什么条件时才使得

Ψ ( x, y) = (ψ0 ( x, y ) ,ψ1 ( x, y ) ,ψ2 ( x, y ) ,ψ3 ( x,

y) ) T构成二维正交的多小波函数.

引入记号

A l, k1, k2
(Z1 , Z2 ) = ∑

n, m∈Z

tl (2n +1 - k1 , 2m +1 - k2 ) ×

Z
- 2n
1 Z

- 2m
2

l = 0, 1, 2, 3, k1 , k2 = 0, 1 (5)

定义矩阵

A ( Z1 , Z2 ) = (A l, k1, k2
( Z1 , Z2 ) ) 4 ×4

l = 0, 1, 2, 3, k1 , k2 = 0, 1 (6)

T ( Z1 , Z2 ) = ( Tl (ωn
Z1 ,ωm

Z2 ) ) 4×4

n, m = 0, 1 (7)

其中ω = e
- iπ

, Z1 = e
- iω1 , Z2 = e

- iω2 , l = 0, 1, 2, 3.

由式 (3) , (5)得

Tl (Z1 , Z2 ) = ∑
1

a, b =0
Z

a - 1
1 Z

b- 1
2 A l, a, b (Z1 , Z2 )

Tl (ωZ1 , Z2 ) = ∑
1

a, b =0

(ωZ1 ) a - 1
Z

b- 1
2 A l, a, b (Z1 , Z2 )

Tl (Z1 ,ωZ2 ) = ∑
1

a, b =0

Z
a - 1
1 (ωZ2 ) b- 1

A l, a, b (Z1 , Z2 )

Tl (ωZ1 ,ωZ2 ) = ∑
1

a, b =0

(ωZ1 ) a - 1 (ωZ2 ) b- 1
A l, a, b (Z1 , Z2 )

(8)

方程组 (8)的系数矩阵为

B =

Z
- 1

1 Z
- 1

2 Z
- 1

2 Z
- 1

1 1

ω- 1
Z

- 1
1 Z

- 1
2 Z

- 1
2 ω- 1

Z
- 1

1 1

Z
- 1

1 Z
- 1

2 ω
- 1 ω- 1

Z
- 1

2 Z
- 1

1 1

ω- 2
Z

- 1
1 Z

- 1
2 ω

- 1
Z

- 1
2 ω

- 1
Z

- 1
1 1

(9)

引理 1　A ( Z1 , Z2 ) , T ( Z1 , Z2 )和 B分别为式

(6) , (7)和式 (9)定义的 3个矩阵 ,则有

( i) B·B
3

= 4 I4 ( 3表示共轭转置 ) ;
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( ii) T ( Z1 , Z2 ) =BA ( Z1 , Z2 ) .

定理 1　设 Tl , l = 0, 1, 2, 3是式 (3)定义的 4个

滤波器 ,ψ ( x, y )是二维正交的单小波函数 ,ψl ( x,

y) , l = 0, 1, 2, 3是式 (4)定义的 4个函数 ,则下列条

件是等价的 :

1) {ψ0 ( x - n, y - m ) ,ψ1 ( x - n, y - m ) ,ψ2 ( x -

n, y - m ) ,ψ3 ( x - n, y - m ) : n, m∈Z }构成 U1的规

范正交基.

2 ) ∑
n, m∈Z

tl ( n - 2 j, m - 2k) tλ ( n - 2 j1 , m - 2k1 ) =

δl,λδj, j1
δk, k1

, 其中 j, k, j1 , k1∈Z, l,λ = 0, 1, 2, 3.

3) T
3 ( Z1 , Z2 ) T ( Z1 , Z2 ) = 4 I4.

4) A
3 ( Z1 , Z2 ) A ( Z1 , Z2 ) = I4.

证明　由于 {ψ0 ( x - n, y - m ) ,ψ1 ( x - n, y -

m ) , ψ2 ( x - n, y - m ) ,ψ3 ( x - n, y - m ) : n, m∈Z }是

U1的规范正交基 ,由定义 3知 , {ψ ( 2x - n, 2y - m ) :

n, m∈Z }也是 U1的规范正交基 ,所以

δl,λδj, j1
δk, k1

=〈ψl ( x - j, y - k) ,ψ
λ

( x - j1 , y - k1 )〉=

　　4〈∑
n, m∈Z

tl ( n, m )ψ(2x - 2 j - n, 2y - 2k - m ) ,

　　∑
n1,m 1∈Z

tλ (n1 ,m1 )ψ(2x - 2j1 - n1 , 2y - 2k1 - m1 )〉=

　　∑
n, m∈Z

tl ( n - 2 j, m - 2k) tλ ( n - 2 j1 , m - 2k1 )

(10)

由式 (10)知 1) ] 2)成立

由式 (5)和式 (6)知

A
3 ( Z1 , Z2 ) A ( Z1 , Z2 ) = ( hab ) 4×4 (11)

其中 a为行指标 , b为列指标 ,且

hab = ∑
1

i, j =0
∑
n, m
∑

n1, m 1

ta - 1 (2n + i, 2m + j) ×

tb - 1 (2n1 + i, 2m 1 + j) Z
2 ( n - n1)

1 Z
2 (m - m 1)

2

由式 (11)知 2) Ζ 4) , 3) Ζ 4)由引理可证.

下面证明 2) ] 1)

由式 (4)知 ,ψl ( x, y)∈U1 ,又

〈ψl ( x - j, y - k) ,ψλ ( x - j1 , y - k1 )〉=

　　4〈∑
n, m∈Z

tl ( n, m )ψ(2x - 2 j - n, 2y - 2k - m ) ,

　　 ∑
n1, m 1∈Z

tλ (n1 , m1 )ψ(2x - 2 j1 - n1 , 2y - 2k1 - m1 )〉=

　　∑
n, m∈Z

tl ( n - 2 j, m - 2 j1 ) tλ ( n - 2k, m - 2k1 ) =

　　δl,λδj, kδj1, k1

所以由式 (2)知 {ψ0 ( x - n, y - m ) ,ψ1 ( x - n, y - m ) ,

ψ2 ( x - n, y - m ) ,ψ3 ( x - n, y - m ) : n, m∈Z }是 L
2

(R
2 )的规范正交系 ,因此它也是 U1的规范正交系.

下面只需证 {ψ0 ( x - n, y - m ) ,ψ1 ( x - n, y -

m ) ,ψ2 ( x - n, y - m ) ,ψ3 ( x - n, y - m ) : n, m∈Z }在

U1中是完备的.

Π g ( x, y) ∈U1 ,有 g ( x, y) = 2∑
n, m∈Z

cn, mψ(2x -

n, 2y - m )

要求对所有 l = 0, 1, 2, 3都有

〈ψl ( x - n, y - m ) , g ( x, y)〉= 0

即

〈ψl ( x - n, y - m ) , g ( x, y)〉=

　　　　4∑
n1, m 1

tl ( n1 - 2n, m 1 - 2m ) cn1, m 1
= 0

所以由式 ( 10 )知 , cn1, m 1
的系数阵构成一可逆算子 ,

所以对所有的 l = 0, 1, 2, 3,都有 g ( x, y) = 0

又由 g ( x, y )的任意性 ,知 {ψ0 ( x - n, y - m ) ,

ψ1 ( x - n, y - m ) ,ψ2 ( x - n, y - m ) ,ψ3 ( x - n, y -

m ) : n, m∈Z}在子空间 U1内是完备的 ,所以 {ψ0 ( x -

n, y - m ) ,ψ1 ( x - n, y - m ) ,ψ2 ( x - n, y - m ) ,ψ3 ( x -

n, y - m ) : n, m∈Z }不仅是正交的且是 U1的规范正

交基.

定理 2　设 <l ( x, y) ( l = 0, 1, 2, 3)是ψl ( x, y )

对应的尺度函数 ,Ψ ( x, y)是式 ( 4 )所构造的多小波

函数 ,令

　　Φ ( x, y) = ( <0 ( x, y) , <1 ( x, y) ,

<2 ( x, y) , <3 ( x, y) ) T

则 I)〈Φ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉=O4×4 ,

II)〈Ψ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉=δ0, nδ0, m I4

其中 n, m∈Z.

证明　 I)由定义 4知

〈Φ ( x, y) ,Ψ ( x - n, y - m )〉= ( cab ) 4 ×4 =O4×4

其中 a为行指标 , b为列指标 ,且

cab =〈<a - 1 ( x, y) ,ψb - 1 ( x - n, y - m )〉= 0

II)利用定理 1中的条件 3) ,与 I)同理可证.

由定理 2和定义 5知 ,由此构造的二维多小波
Ψ ( x, y)为二维正交多小波.

定理 3　设式 (3)定义的滤波器 Tl , l = 0, 1, 2, 3

为特殊的有限脉冲滤波器 ,即它具有

Tl ( Z1 , Z2 ) = ∑
1

n, m =0
tl ( n, m ) Z

- n
1 Z

- m
2 (12)

构造矩阵

u =

t0 (0, 0) t1 (0, 0) t2 (0, 0) t3 (0, 0)

t0 (1, 0) t1 (1, 0) t2 (1, 0) t3 (1, 0)

t0 (0, 1) t1 (0, 1) t2 (0, 1) t3 (0, 1)

t0 (1, 1) t1 (1, 1) t2 (1, 1) t3 (1, 1)
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图 4　文中算法得到的边缘图像

实验结果表明 :算法保留了区分阶梯型边界和

跳跃型边界的能力 ,又能很好的去除各种噪声得到

的边缘像素抗噪性好、边缘连续的同时又保证了边

缘定位的准确性.对文字图像轮廓提取得到理想的

效果 ,本文方法简单 ,有一定实用价值.当然本文算

法对其他梯型边界图像的检测也是有效的.
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则定理 1中条件 2 )成立的充分必要条件为矩阵 u

是酉矩阵.

定理 3说明当滤波器 Tl , l = 0, 1, 2, 3为式 ( 12)

定义且由它的系数 tl ( i, j) , i, j = 0, 1构造的矩阵 u

是一个酉矩阵时 ,对任意一个正交的单小波函数

ψ ( x, y) ,就可以构造出一个多小波函数

　　Ψ ( x, y) = (ψ0 ( x, y) ,ψ1 ( x, y) ,

ψ2 ( x, y) ,ψ3 ( x, y) ) T

其中

ψl ( x, y) = 2∑
1

n, m =0
tl ( n, m )ψ(2x - n, 2y - m )

l = 0, 1, 2, 3 (13)

由式 (13)知 , ψl ( x, y) ( l = 0, 1, 2, 3)的伸缩平

移生成的空间与正交单小波函数的伸缩平移生成的

空间是完全一样的 ,由此构造的二维正交多小波具

备正交性 ,保持了能量 ,而且与原来的正交单小波相

比 ,获得了更大的自由度和灵活性.

3　结　语

本文利用二维正交单小波函数构造了二维正交

多小波函数 ,并给出了表达式 ,在其构造过程中需要

找一个酉矩阵 ,然后和二维正交单小波函数做组合

就可以构造出一种二维正交多小波.
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